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Let P be a differential operator with analytic coefficients and elliptic, or more 
generally of principal type and hypoelliptic, in an open Q of R" and let (k,) be an 
increasing sequence of positive integers. We give a necessary and sufticient condi- 
tion on the sequence (k,) in order that we can characterize the analyticity of func- 
tions u in Q thanks to estimates on the sequence (P%). A same result is given for 
the system D,, . . . . D, of first derivatives. ,t?l 1991 Academtc Press, Inc. 
I. INTRODUCTION 
Soit un ouvert Sz de R”. On dtsigne par a(Q) l’ensemble des fonctions 
analytiques dans 52, c’est-A-dire l’ensemble des fonctions u indkhiment 
dtrivables dans ~2 telles que pour tout ouvert w relativement compact avec 
W c Q, il existe une constante C pour laquelle 
od D” = 0;’ . . .Dz si a = (al, . . . . a,) et Dk = (l/i)(a/h,). 
Si P est un opbrateur diffkrentiel d’ordre m 2 1 B coefficients analytiques 
dans 8, on dksigne par a(L2, P) I’ensemble des vecteurs analytiques de P, 
c’est-h-dire l’ensemble des fonctions u indkfiniment dtrivables dans D telles 
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que pour tout ouvert 0 relativement compact avec 0 c 52, il existe une 
constante C pour laquelle 
IMP,,, = sup IWII Lqw) -
jsN 
On a toujours I’inclusion: 
a(o) c cx(sz, P). 
Inversement les vecteurs analytiques de certains optrateurs ou systemes 
d’operateurs sont des fonctions analytiques; rappelons en particulier les 
deux resultats essentiels uivants: 
(1) a partir du systeme des derivations D,, . . . . D, d’aprbs [2-51, 
on a: 
(1.1) 
(2) a partir dun operateur P elliptique a coefficients analytiques 
d’apres [7], ou plus gtntralement dun operateur P hypoelliptique de type 
principal a coefficients analytiques d’apres [l], on a: 
cx(Q, P) = a(9). Cl.21 
On se propose de montrer que l’on a des proprietes analogues lorsque 
l’on remplace la suite complete des it&s (P~u)~~~ associee a la suite de 
tous les entiers de N par une sous-suite (P~u)~,~ associee a une suite 
convenable ( kj),. E N strictement croissante d’entiers de N, et de donner une 
condition necessaire et suflisante sur la suite (kj)jEN pour qu’il en soit 
ainsi. Pour cela on introduit une nouvelle notation: &ant donnte une 
suite (kj)jEN strictement croissante d’entiers naturels on dtsigne par 
6T((k,), Q, P) l’ensemble des fonctions u indefiniment derivables dans Q 
telles que pour tout ouvert 0 relativement compact avec UT, c Q, il existe 
une constante C pour laquelle 
Concernant le systeme des derivations D,, . . . . D, on gtneralise la 
propriete (1) (Cf. (l-l)) sous la forme: 
THBOR&E 1.1. hunt don&es n suites (kj)jEN strictement croissantes 
d’entiers de N, pour k = 1, . . . . n, les deux propositions suivantes sont tquiva- 
len tes : 
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0) CL, Wkj), Q, Dk) = Qw) 
(ii) il existe une constante A telle que pour tout jE N et tout 
k = 1, . . . . n on ait: ki, L < AkJ. 
Concernant un seul optrateur P on gentralise la propriete (2) (Cf. (1.2)) 
sous la forme: 
THBOR~~ME 1.2. .&ant donnes un ophrateur dtfferentiel P a coefficients 
analytiques dans 52, de type principal et hypoelliptique, et une suite (k,),,, 
strictement croissante d’entiers de N les deux propositions suivantes sont 
Pquivalen tes :
0) a(&), Q, PI = a(Q) 
(ii) il existe une constante A telle que pour tout je N on ait: 
kj+&Ak,. 
Diverses extensions de ces rtsultats peuvent t3re Ctudiees (pour des 
systemes d’operateurs plus gtntraux, en theorie Gevrey, avec des versions 
microlocales, . ..). On se bornera ici a donner les demonstrations des deux 
thtoremes precedents. 
II. CAS DU SYStiME D,,..., D, 
II. 1. Condition necessaire 
La demonstration de la condition necessaire est basee sur le lemme 
suivant : 
LEMME 2.1. .&ant donnee une suite (ki)jcN strictement croissante d’en- 
tiers de N, si t est un nombre reel de I’intervalle [ekj,,, ek,,, ,] alors la borne 
superieure de la suite ((t/kj)kl)j,N est atteinte pour j= jO ou j= j, + 1. 
Demonstration. La fonction (t/x)x definie pour x > 0 est croissante dans 
l’intervalle 10, t/e] et decroissante dans l’intervalle [t/e, + co [. Par conse- 
quent si kj, < t/e < k,, + 1, la borne superieure des (t/k,)4 pour jE N, est 
done atteinte pour j= j,, ou pour j= j, + 1. 1 
On peut alors demontrer la condition necessaire du thioreme 1.1: 
PROPOSITION 2.2. &ant donnees n suites (kj)isN strictement croissantes 
d’entiers de N pour k = 1, . . . . n si 
f) a(@,), f& Dk) = a(Q) 
k=l 
(2.1) 
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alors il existe une constante A telle que pour tout j E N et tout k = 1, . . . . n on 
ait : 
kj+,bAkj. (2.2) 
DPmonstration. Si on a (2.1), d’aprts le theortme du graphe ferme, pour 
tout ouvert 0’ relativement compact avec W’ c Sz et toute constante C’ il 
existe une constante M, un ouvert 0 relativement compact avec 0 c Sz et 
une constante C tels que 
II4 o, c < M sup (lull ?,yJ) (2.3) 
k = 1, .._. n 
pour toute fonction u telle que le second membre soit tini. 
On tixe l’ouvert o’ et la constante C’ = 1. On applique (2.3) a la fonction 
u(x) = eixk’ 
pour un k fixe entre 1 et n, et ou t est un parametre >O. D’apres (2.3) pour 
tout t>O on a: 
(dans les definitions (l.l), (1.2) et (1.5) on peut remplacer les factorielles k! 
par les puissances kk). 
Si t appartient a 10, +a[, il existe j, tel que te [(e/C)j,, (e/C)(j,+l)] 
done 
et 
e We - 1 < ejo. 
Par consequent, il existe E( = C/e) telle que pour tout t > 0: 
0 
4 
eE’ < Me sup L . 
jsN kj 
(2.4) 
Or d’apres le lemme 2.1 si t appartient a un intervalle [ekj, ekj+ r ] pour 
un entier j, alors (en supposant Me > 1) on a compte-tenu de (2.4): ou bien 
(2.5) 
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t 
e&(r!‘k,-I) < ~~ __ 
k ’ IfI 
(2.6) 
L’ensemble des solutions x > 0 de l’inequation 
eE” ,< Me x 
est un intervalle non vide de la forme [r, R] avec 0 < r < R < +co. 
Soit maintenant un entier j E N. Choisissons r appartenant a [ekj, ek,, 1] 
de la forme 
t=8ekj+(1-O)ek,+, 
pour un 19 E 10, 1 [ fixe que l’on supposera de sorte que rl = r - (1 - 0)e soit 
~0. Si on est dans le cas (2.5) alors: 
d’ou 
Si on est dans le cas (2.6) alors: 
+(l-0)e 
d’ou 
k. 
rl Gee 1 
k 
J+l 
d’ou 
Posant A = sup(8e/r,, R/(1 - 0)e) on a (2.2). 1 
11.2. Condition suffisante 
La demonstration de la condition suftisante est baste sur le lemme 
suivant qui donne des estimations de dtrivtes intermediaires dans L* d’un 
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segment de droite; ces estimations sont de nature differente des intgalites 
de convexite demontrees dans L* dune demi-droite dans [S]. 
LEMME 2.3. II existe une constante C telle que pour tout a >O tous 
entiers m et p auec 0 <p < m et tout u E Cp( [ -2a, 2a]) on ait: 
DPmonstration. 11 suffit de faire la demonstration pour a = 1, le cas 
general s’en dtduisant par homothetie. 
Soit un entier p lixe. On considere (Cf. [6]) une fonction de troncature 
cp, dtpendant de p, telle que: 
cp E Cal-2, +X), cp=l dans C-1,+1], 
l~‘k’l d(C,pJk pour Obkbp, 
oh C, est independante de p. 
Soit u E CP( [ -2a, +2a]). Par la formule de Taylor on a pour 
Odm<p-1: 
(cpu)‘“’ (t) = Jl, :‘,--“lr”,,; (cpu)‘“’ (s) ds 
P! 1 
= ’ k’(p-k)! (p-m-l)! k=O . 
X 
5 
’ (t -s)P--m--cp(p-k)(s) U(~)(S) ds. 
-2 
Posons 
Jk(t) = 
1 
s ’ (p-m-l)! --2 
(t-s)P-m-l cp’“-k’(s)u(k)(s)ds. 
Examinons d’abord le cas k = p. Par I’inegalitC de Young sur la convolu- 
tion : 
lIJpllL2(-1,+1)~ IIJplL+2,+2, 
1 
6 
(p-m-l)! ll~P-m-111~~(-2,+2)IlCO~~P~lI~~(-2,+2) 
2p- m+l 
“(P IIu(p)lIL2(-2,+2). 
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ExaminonsensuitelescasO,<k<p-1. PourtE[-l,+l] ona: 
1 
Jdt) = J 
-I 
(ppm- I)! (t-sY -m~-l (p’p-k)(S)14(yS)LfS ~2 
et en intkgrant par parties: 
c 
k! 1 
ZZ 
O<l<k 
(-lJk I!(k-l)! (p-m- 1 -1)! 
O</<p--m--l 
X s (t -s)P- 
“-I-‘q+-‘)(s) u(s) ds 
llJiAl~+~,+~,~ 1 
k! 1 
O<l<k 
Z!(k - I)! (p - m - 1 - l)! 
O<l<p-m-1 
. ’ (,-,),~m~l-r(p(~~‘)(S)U(s)ds 
-2 5 LGl,+l) 
et par I’inkgaliti de Young comme prkctdemment: 
c k! 1 6 I!(k - I)! (p -m - I)! 2p-m-‘+1(coP)p-’ Il4L2(-2,+2). 
O<l<k 
O<l<p--m- I 
En sommant pour O,<k<p- 1 on a: 
p-1 c P! k=O kb-k)! tlJktlL+-l.+l) 
p-m-l p 
2p--m--l+1 
x (p-m-l)! 
(coP)p -’ II4L+2,+2) 
p--m--l 
G c 2p-‘2p (pw;-z)! 2P-m--I+LC:-4Y fy IIuIJL*(_2,+2, 
I=0 
oti C1 est un constante universelle, indtpendante de p; soit: 
p--m (p-m)! 
< C~22PC~2”+1m! l141L2(-*,+*) c ,=o (p-m-l)! I! (22co)p-‘-m 
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pour une constante C, universelle, indtpendante de p, m et u. Par consk- 
quent en regroupant avec la majoration de .I0 on a: 
II~(mvLZ(- 
2p-m+l 
l.+l)yp-,)! ll~(pv - L2( 2,+t) +m! C$ I141L2(--2,+2). 
Ce qui ditmontre le lemme 2.3 pour a = 1. i 
On en dkduit le lemme suivant : 
LEMME 2.4. I1 existe une constante C telle que pour tout a> 0, tous 
entiers m et p avec 0 < m 6 p, tout u E CP( [ - 2a, +2a]“) et tout h = 1, . . . . n 
on ait: 
Dkmonstration. Pour h fix.6 entre 1 et n, on applique l’inkgalitk du 
lemme 2.3 A la fonction u(xl, . . . . xh- 1,. , xh + 1, . . . . x,) ce qui donne: 
puis on intkgre par rapport A xj dans [-a, +a] pour j# h. Ce qui 
dkmontre le lemme 2.4. 1 
On en dtduit un rksultat analogue dans des ouverts de R”: 
LEMME 2.5. I1 existe des constantes C, et C> 0 telles que pour tous 
ouverts w et 0’ relativement compacts avec 0 co’, pour tout a < Co 
dist(o, do’), tous entiers m et p avec 0 <m <p, tout u E CP(ti’) et tout 
h = 1, . . . . n on ait 
Dimonstration. Si a < (l/G) dist(o, 8~‘) on peut recouvrir o par une 
famille de cubes wj de c8tiz 2a tels que les cubes w,’ de c&i5 4a et concentri- 
ques aux wj soient contenus dans w’. 
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Pour chaque j on peut appliquer le lemme 2.4 qui est ividemment inva- 
riant par translation: 
On somme par rapport a l’indice j; d’ou 
Ce qui termine la demonstration du lemme 2.5. 1 
On peut alors demontrer la condition sufisante du theoreme 1.1. 
PROPOSITION 2.6, &ant donnt!e une suite (kj),EN strictement croissante 
d’entiers de N telle qu’il existe une constante A pour laquelle 
kj+ 1 6 Akj (2.2) 
pour tout j E N, alors: 
a((kj), Q, D/c) = a(Q, D/c). 
DCmonstration. Soit o un ouvert relativement compact tel que CT, CL? 
Soit w’ un autre ouvert relativement compact tel que 
wco’co’cQ. 
Soit u E GL((kj), Q, Dk) pour un k tixe entre 1 et n; il existe done une 
constante C’ telle que pour tout jE N: 
I( D%II L~co’) d C”J + ‘k,!. 
Soit m EN fixt. Soit j tel que k, < m Q kj+ , . D’apres le lemme 2.5 pour a 
et C convenables on a compte-tenu de l’inegalitt preddente: 
IlW4l L2cwj <C(CC’)‘J+I akl+lbmm! + Ckl+lC’m! apm 
dm! aem. 
Posant C” = sup(CC’a, C, 1) on a compte-tenu de (2.2) 
C VA m 
lID$ll L~col <C’ - 
( > 
m! a 
et ceci pour tout entier m. Ainsi sous I’hypothese (2.2) on a: 
a((kj), Q, D/c) C a(Qy Dk). I 
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De la on en deduit immtdiatement: 
PROPOSITION 2.7. &ant don&es n suites (kj)jeN strictement croissantes 
d’entiers de N pour k = 1, . . . . n telles qu’il existe une constante A pour 
laquelle 
kj+lGAkj (2.2) 
pour tous k = 1, . . . . n et jE N alors: 
(2.1) 
Demonstration. Ce resultat se dtduit de la proposition 2.6 et du resultat 
( 1.1) rappel& dans l’introduction. m 
Ce qui termine la demonstration du thtoreme 1.1 pour le systeme des 
dtrivees D 1, . . . . D,. 
111. CAS D’UN OPBRATEUR P HYPOELLIPTIQUE DE TYPE PRINCIPAL 
III. 1. Condition nhessaire 
La technique est semblable a celle utiliste en II. On a besoin du lemme 
suivant : 
LEMME 3.1. &ant don& un ophateur P h coefficients analytiques dans Sz 
et d’ordre m, pour tout ouvert o relativement compact avec 0 c 52, il existe 
une constante C, > 0 telle que pour tout k E N et tout 5 E R” on ait: 
II Pk(ei<., 5>)11 L~cwI 6 C:+ ‘( 151 + mk)“k. 
Dt+monstration. On montre qu’il existe deux constantes C1 et C, telles 
que pour tous BEN”, kEN et 5 E R” on ait: 
lJDPPk(ei<‘x 5))11 Lmcwj < CfC~p’(151 + IBI + mk)mk+‘B’. (3.1) 
Pour k=O, on a pour tous PEN” et PER” 
llDB(e’<‘~5>Nl Lmcw, G 151. 
Soit k >, 0. Supposons que l’on ait des constantes C, et C, pour lesquelles 
(3.1) soit satisfaite pour tous fl E N” et 5 E R”. Formons alors: 
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si P=CI~~~~ u,D’. Par I’hypothese de recurrence pour l’ordre k on a: 
pour une constante C3 lice aux coefficients a, de P; done 
IIDB(Pk+l(ei(.~r’))ll.,,,,~C~“C~~’(l~l + IpI +m(k+ l))m(k+l)+~@’ 
(151 + (yJ + Ial +mk)“k+‘v’+‘a’ 
‘(IQ + I/? +m(k+ l))m(k+l)+‘B” 
Or: 
p! (141+‘Y’+1~1+mk)mk+‘v’+‘sr’ <l~l’“‘- ~I(l~,+l~l+m(k+l))“‘-‘B’ 
y! (151 + //?I +m(k+ l))*(k+l)+‘b’- 
done 
IIDB(Pk+ ‘(e’(.- r’))(l LzcoJ ,< c:+‘c:ql~1 + IpI + (k+ l)m)++r)+‘~’ 
((2) 1 (gy 1 cr’). 
HEN” Ial cm 
On choisit C, par rapport a C, pour que &EN” (C,/C,)“’ < co, puis Cr 
par rapport a C2 pour que 
Ainsi on a (3.1) a l’ordre k + 1 avec des constantes C, et Cz independantes 
de k, p, 5 (ne dtpendant que des coefficients a, de P sur 0). 1 
On peut alors demontrer la condition necessaire du thtoreme 1.2: 
PROPOSITION 3.2. &ant don& un ophateur d@&entiel P h coefficients 
analytiques dans Q et une suite (kj)jcN strictement croissante d’entiers de N, 
si 
Wk,), Q P) = W-J) (3.2) 
alors il existe une constante A telle que pour tout je N on ait: 
k;, , ,< Ak,. (3.3) 
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Demonstration. Si on a (3.2), d’apres le theoreme du graphe ferme pour 
tout ouvert 0’ relativement compact avec 0’ c R et toute constante C’, il 
existe une constante M, un ouvert 0 relativement compact avec 0 c s2 et 
une constante C tels que 
(3.4) 
pour toute fonction u telle que le second membre soit lini. On fixe l’ouvert 
o’ et la constante C’ telle que 2mC1 C’ = 1 avec les notations du lemme 3.1. 
Appliquant l’inCgalitt du lemme 3.1 avec e de la forme (t, 0, . . . . 0), t > 0, par 
exemple on a: 
4 
si t >mk, 
ou (3.5) 
<Cl si t <mkj. 
De (3.4) et (3.5) on deduit alors que pour tout t > 0 on a: 
tc j 
sup T 0 J 
(si t > mk,). 
A partir de cette idgalite on deduit (3.3) comme on l’a fait dans la 
demonstration de la proposition 2.2. 1 
111.2. Condition suffisante 
La condition sufhsante du theoreme 1.2 est un corollaire de la proposi- 
tion suivante :
PROPOSITION 3.3. &ant don& un opbateur d$fGrentiel P d’ordre m 2 1 
ci coefficients analytiques dans s2 de type principal et hypoelliptique, pour 
tout ouvert 0 relativement compact avec 6 t Q il existe une constante 
6 E [0, l[ telle que pour toute suite (kj)iGN d’entiers de N on ait: 
a!((kJ), 0, P) c f) a((Kj)> a, Dh) 
h=l 
04 K, + n + 1 est la partie entiire de kj(m - 6). 
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D&monstration. D’aprQ [ 11, il existe une constante 6 E [0, 1 [ telle que 
pour tow ouverts relativement compacts w’ et w” avec W’ c 0.1~ c 03” c 0 il 
existe une constante C et pour tout Jo N une fonction jl, E C,r’(o”) valant I 
sur w’ et a valeurs dans [0, I] telles que pour tout u E C X (0”) on ait: 
( II w /,q,,,) + (.i!)” Ilull L2,,,,‘)) 
pour tous 5 E R” et j E N. 
En particulier si u E a((k,), o, P) il existe une constante C, > 0 telle que 
pour tous 4 E R” et jE N on ait: 
(3.6) 
oh hi est la partie entiere de kj(m -6). Soit h iixe entre 1 et n et soit 
Kj=hj-n- 1. Comme 
pour ItI <hj 
pour 151 >hj 
d’apres (3.6) pour une nouvelle constante C,, pour x E w’ on peut ecrire 
avec la majoration: 
IlDhK’ull L”(c,,‘) < C$+‘hhj I 
pour tout Jo N; d’od l’on deduit 
pour tout je N. Ainsi u E a( (K,), w, Dh). 1 
On peut deduire de la proposition 3.3 la condition suftisante du 
theoreme 1.2: 
PROPOSITION 3.4. &ant don&s un operateur P d#&entiel ci coefficients 
analytiques duns Q, de type principal et hypoelliptique, et une suite (kj)i,, 
strictement croissante d’entiers de N telle qu’il existe une constante A pour 
laquelle 
k ./+ 1 GAk, (3.3) 
pour tout je N alors 
a(@,), Q, P) = a(Q). (3.2) 
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Ddmonstration. Soit w un ouvert relativelement compact tel que (r, c Q. 
Si la suite (kj) vkrifie l’estimation (3.3), la suite (Kj) associke A la suite (kj) 
dans la proposition 3.3 vbrifie une estimation du m$me type. Par const- 
quent la proposition 2.7 (Cf. thtorkme 1.1) assure que 
fi a((Kj), 0, Dh) = a(a) 
h=l 
et done par la proposition 3.3 que 
a((kj), w, p, c a(o). 
D’oli l’on dtduit (3.2). 1 
Ce qui termine la dtmonstration du thkorkme 1.2 pour un opkrateur P 
de type principal, hypoelliptique A coefficients anaiytiques. 
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